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Introduccion

Cuando se habla sobre el concepto de conexidad, a menudo nos encontra-
mos con el criterio de que un espacio es conexo si y sélo si cualquier funcién
continua de él al espacio discreto {0,1} es constante. Serfa interesante ver
que pasa cuando remplazamos el espacio discreto de dos puntos por algin
otro espacio. En este sentido, definimos un espacio X es Z-conexo si cual-
quier funcién continua de X a Z es constante, donde Z es un espacio 71 y
no degenerado, este concepto fue definido en [1], en el cual se da un estudio
detallado de la Z-conexidad y la conexidad fuerte.

En este proyecto de tesis estudiamos las propiedades que se derivan de
este nuevo concepto, las cuales tienen mucha similitud con las correspon-
dientes para el concepto habitual de conexidad.

Este trabajo esta constituido por tres capitulos; en el primer capitulo se
presentan algunos conceptos, resultados y simbologia que se utilizaran a lo
largo del trabajo. También se ofrece un breve repaso de conexidad.

En el segundo capitulo se introduce el concepto de Z-conexo, también se
muestran dos equivalencias entre la Z-conexidad y la conexidad. Se presen-
ta un estudio de las diferentes propiedades de la Z-conexidad, por ejemplo,
la imagen continua de un Z-conexo es Z-conexo, el producto topolégico de
Z-conexos es Z-conexo, entre otras. Finalmente se presentan propiedades
sobre Z-conexidad local, como por ejemplo, en la familia de los espacios
localmente Z-conexos, se tiene que la Z-conexidad y la conexidad son equi-
valentes.

En la primer parte del Capitulo 3, se presenta el concepto de espacio
fuertemente conexo. Aqui, la definicién de espacios fuertemente conexos se
compara con la conexidad. Ademés se prueban propiedades importantes
de los espacios fuertemente conexos. Probaremos que en la familia de los
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espacios compactos y de Hausdorff la conexidad fuerte y la conexidad son
equivalentes. También mostraremos que si un espacio es localmente compac-
to, localmente conexo, conexo y de Hausdorff, entonces éste es fuertemente
conexo. Por iltimo probaremos que un espacio métrico completo, conexo y
localmente conexo es fuertemente conexo.



Preliminares

1.1. Conceptos basicos

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto, decimos que X es no degenerado
si contiene mds de un punto.

Sea X un espacio topolégico y A C X, introducimos la siguiente nota-
cién:
1) El interior de A lo denotaremos por Intx(A). En caso de que no haya

confusién con el espacio, usaremos sélo el simbolo Int(A).

2) La cerradura de A la denotaremos por Clx (A). En caso de que no haya
confusién con el espacio, usaremos sélo el simbolo CI(A).

Definicién 1.1.2. Sean A un conjunto y B C A. Definimos la funcion
ip: B — A comoip(x) = x. A la funcion ig se le llama la funcidon
inclusion. En caso de que no haya confusion con el espacio B, usaremos
el simbolo i para denotar a la funcion inclusion.

Lema 1.1.3. Sean A, B conjuntos y C C B. Si f : A — C es una funcion
tal que ic o f : A — B es constante, entonces f es constante.

Demostracion. Supongamos que f no es constante. Entonces existen a,b €
A tales que f(a) =z y f(b) = y donde x,y € C, entonces ic o f(a) = x
y ic o f(b) = y, esto contradice que i¢ o f es constante. Por lo que f es
constante. O

Definicién 1.1.4. Una coleccion C de subconjuntos de X se dice que tiene
la propiedad de la interseccion finita si cada subcoleccion finita

{Cy,...,Ch}

de C tiene interseccion no vacia, es decir, C1 N ---NC,, es no vacia.

10
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La prueba del siguiente resultado se puede encontrar en [5, Teorema
26.9, p. 193].

Proposicion 1.1.5. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es compacto
sty solo si para cada coleccion C de conjuntos cerrados en X con la propiedad

de la interseccidn finita, se cumple que [ C' es no vacta.
ceC

1.1.1. Producto de espacios

Sea { X, }aea una familia de espacios topolégicos. Definimos la topologia
producto de estos espacios de la siguiente manera. Primero, consideremos
la siguiente familia de funciones:

Il Xa ={2:A— U X, : 2z esuna funcién y z(a) € X, para cada o €
acA ach

A}.

Ahora, sea X = [] X,. Para cada a € A, definamos 7% : X — X,
a€eA
como 7X (x) = x(a). La funcién X es conocida con el nombre de a-ésima
proyeccién. En caso de que no haya confusién con el espacio X, usaremos
sélo el simbolo 7.

Para definir la topologia de X, sea
S={(#xX)"Y(U):a € AyU es abierto en X,}.

Entonces consideremos la minima topologia para [[ X, que tiene como
a€cA
subbase a S, a esta topologia se le conoce como la topologia producto.
Cuando A sea igual a un conjunto finito {a1,...,a,}, usaremos que
[T Xoa = X4, X+ x X,,, sin hacer ninguna distincién.
aEA

Para la prueba del siguiente resultado ver [3, Proposicién. 2.3.2, p. 78].

Proposicién 1.1.1.1. Sea {X }scs una familia de espacios topoldgicos.

Sea A = [] As, donde A es un subespacio de X para cada s € S. En-
sesS
tonces la topologia producto para el espacio A y la topologia relativa para A

coinciden.

La prueba del siguiente resultado se encuentra en [3, Proposicién. 2.3.8,
p. 79].
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Proposicién 1.1.1.2. Sea {(X4, 7o) }aca una familia de espacios topoldgi-

cos. Si ¢ : A — A es una biyeccion, entonces [ Xo y [ Xg) son
acA acA
homeomorfos.

Para probar el siguiente resultado necesitamos la siguiente notacién.
Considremos la siguiente familia de espacios topoldgicos {X,}aeca, con A

un conjunto infinito de indices. Sean = € [][ X, v © C A finito no vacio.
acA
Por cada a € A, sea

X sia e
Yo = {{x(a)} siae A\ Q.

Denotemos X (Q,z) = [] Ya.
a€A

Lema 1.1.1.3. Sean z € [[ Xo y Q@ C A finito no vacio. Entonces el
acA
espacio X (2, x) es homeomorfo al producto finito [[ Xa.
aeQ)

Demostracion. Sean x € [[ Xao, Q={a1,...,a,}, Y =X(Q,2)y

a€eA
X = X, x---xX,, . Definamos f : Y — X como f(y) = (y(a1),...,y(an)).
Probaremos que f es un homemorfismo. Para probar la inyectividad, sean
y,w € Y tales que f(y) = f(w). Sabemos que y(a) = w(«) para toda
a € A\ Dado que f(y) = f(w), (y(e1),...,y(am)) = (w(ar), ..., wlan)),
de donde y(a;) = w(ay) para todo i € {1,...,n}. Por lo que y = w. Esto
prueba la inyectividad de f.
Veamos la suprayectividad de f. Sea (ay,...,a,) € Xo, X -+ X X,,,, pOT

el Axioma de Eleccién, Y # (). Sea y € [[ X,. Entonces y(o;) = a; para
aEA
1€ {1l,...,n}. Asi, f(y) = (a1,...,a,). Por lo que f es suprayectiva.

Para la continuidad de f, probaremos que la composicién de las corres-

pondientes proyecciones con f son continuas. Sea i € {1,...,n}. Dado que
ﬂgji es continua, es suficiente probar que Wo)fi of = 7r2;. Notemos que ambas

funciones W()Xi ofy 71'3; estan definidas sobre el espacio Y. Ahora, seay € Y.
Entonces

(ma, 0 H)(y) = 72, (y(on), .. y(en)) = ylai) = g (y).

Esto prueba la igualdad de las funciones. Por lo que f es continua.
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Para la continuidad de f~!, probaremos que la composicién de las corres-
pondientes proyecciones con f~! son continuas. Sea a € A. Consideremos
los siguientes casos.

Caso I. Supongamos que a = «; para alguna i € {1,...,n}.
Dado que 7 es continua, es suficiente probar que 7Y o f~! = 7X . Notemos
k2 k3 k3

que ambas funciones w}l/i ofly 7r§i estan definidas sobre el espacio X.
Ahora, sean (ai,...,an) € X y y € [ Y, tales que y(o;) = a; para
a€cA
je{l,....,n}y f((a1,...,a,)) = y. De donde
(ma, o f (@, v an)) = mo, (f (a1 -+ an)))
= 7o, (y)
= y(ai)
= a/i
= W(ii((al, ceeyQp)).

Esto prueba la igualdad de estas funciones.

Caso II. Supongamos que « # «; para cada i € {1,...,n}.
En este caso probaremos que 7% o f~! es una funcién constante. Para ver

esto, sean (ay,...,a,) € X yy € [[ Ya tales que f~*((a1,...,a,)) = y.
acA
Asi, dado que y(a) = z(«), se sigue que:

(ma o (a1, .y a0)) = w3 (FH((an, - an))) = 74 (y) = y(a) = z(a).
Por lo que 7Y o f~1 es igual a la constante {z(a)}. Asi, 7¥ o f~1 es continua.

De lo anterior, f es un homemorfismo. Finalmente, por la Proposicién

1.1.1.2, Y es homeomorfo a [[ X,. O
ac

1.2. Espacios conexos

A continuacién recordamos algunas definiciones y resultados bésicos so-
bre conexidad.

Definicién 1.2.1. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Decimos que
A es conexo si cualquier funcidn continua del espacio (A, T|a) al espacio
discreto {0,1} es constante.
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En la literatura aparece el concepto de conexidad definido en términos
de una separacion, el cual es equivalente al mencionado arriba, como se pro-
bard en la Proposicién 1.2.3. A continuacién introducimos el concepto de
separacion.

Definicién 1.2.2. Sean (X,7) un espacio topoldgico y U,V € 7\ {0}.
Decimos que la pareja U y V' de subconjuntos de X es una separacion
de X siUUV =X yUNV = 0. A ésta pareja con estas propiedades la
denotaremos por U|V .

Proposicién 1.2.3. Sea X un espacio topoldgico. Son equivalentes las si-
guientes condiciones:

a) X es conezxo.
b) X no admite separaciones.

Demostracion. Para probar que a) implica b), vamos a suponer que existe
una separacién U|V de X. Definimos f : X — {0,1}, como f(z) =0siz €
Uy f(z) =1siz e V. Notemos que f no es constante. La continuidad de
 se sigue de que £-1(0) = 0, F-1({0}) = U, F1({1}) =V y F-1({0,1}) =
X, por lo que X no es conexo, esto es una contradiccién. Por lo tanto, no
existe una separacién de X.

Para probar que b) implica a). Supongamos que X no es conexo, es decir,
existe una funcién continua f : X — {0,1} tal que f no es constante.
Ast f71{0}) = U y f~*({1}) = V son no vacios, ademds UUV = X y
UNV = (. Por lo que U|V es una separacién de X, esto es una contradiccion.
Por lo tanto X es conexo. O

A continuacion recordamos algunos resultados conocidos de topologia
bésica, por lo que no ponemos la referencia de algunos de éstos.

Proposicion 1.2.4. La imagen continua de un espacio conero es um con-
junto conexo.

Proposiciéon 1.2.5. La union de cualquier familia de conjuntos conezxos
con un punto en comiun es conexa.

Proposicién 1.2.6. Sean A y B subconjuntos de X tales que A C B C
Cl(A). Si A es conexo, entonces B es conezo.

Proposicion 1.2.7. El producto topolégico de una familia arbitraria de
€SPacios conexros es conexo.
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Definicién 1.2.8. Sean X un espacio tolologico y p € X. Definimos la
componente conexa C de p, como la union de todos los conexos en X
que contienen a p. La denotaremos por C(p).

Proposicién 1.2.9. Sea X un espacio topolégico. Para cada punto p € X,
la componente C(p) es cerrada en X.

Definicién 1.2.10. Sea X un espacio topolégico. Definimos una relacion
R en X de la siguiente manera: dados x,y € X, entonces (x,y) € R si y
solo si todo abierto-cerrado en X que contiene a x también contiene a y.
Es fdacil probar que R es una relacion de equivalencia en X. Las clases de
equivalencia reciben el nombre de cuasi-componentes de X.

Proposicién 1.2.11. Sea X un espacio topoldgico. Entonces se cumplen
cada una de las siguientes condiciones:

1. Cada componente de X es un subconjunto de una cuasi-componente.

2. La cuasi-componente de x en X es la interseccion de todos los abiertos
y cerrados que contienen a x.

3. Si X es compacto y de Hausdorff, entonces cuasi-componentes y compo-
nentes coinciden.

Demostracion. Para probar 1., sean C' una componente de X y z,y € C.
Supongamos que x y y estan en distintas cuasi-componentes de X, enton-
ces existe un abierto-cerrado A en X tal que x € A pero y ¢ A. Notemos,
xeCNA yeC\A C=(CNAU(C\A),CNnAyC\ A son cerrados
pues A es abierto-cerrado. Asi, CN A)|(C\ A) es una separacién de C, esto
es una contradiccién. De donde = y y estdn en una cuasi-componente de X .
Por lo tanto C estd contenida en una cuasi-componente.

Para demostrar 2., sean () una cuasi-componente de X, x € Q y
Q ={F C X : F es abierto y cerrado y x € F}.

Probaremos que @ = () Q. Sea y € Q. Entonces (z,y) € R. Asi, dado que
reNQ yeNQ.

Ahora, sea z € [ Q. Veamos que (x,z) € R. Sea F un abierto y cerrado
tal que € F. De donde F € Q. Asi, como z € (| Q, x,z € F. Por lo que
z € Q. Esto prueba que Q =) Q.

Para probar 3., sean C' una componente de X, x € C'y @ la cuasi-
componente de X la cual contiene a x. Probaremos que C' = Q. Por 1.,
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CCQ.

Para probar la otra contencion, es suficiente mostrar que @) es conexa. Su-
pongamos que existen dos conjuntos cerrados y ajenos A y B distintos
del vacio tales que Q@ = A U B. Sin pérdidad de generalidad, supongamos
que x € A. Por la normalidad del espacio X, existen conjuntos abiertos
V,W C X tales que A C V, B C W y VNW = (. Denotamos por
U a la familia de todos los abiertos y cerrados tal que (U = @ y sea
F={U\(VUW) :U € U}. Notemos que los elementos de F son sub-
conjuntos cerrados de X. Veamos que (| F = (. Tomemos y € (| F. En
particular y ¢ VUW. Por otra parte, y € (U. Asi, dado que U C VUW,
entonces y € V U W, lo cual es una contradiccién. Por lo que (| F = 0.
Ahora, como (| F = 0, se tiene que:

X=Xx\(F
=X\ ([ U\ (Vuw))

veu

U x\@\(vuw))

veu

U X\ Un&X\(Vuw))

veu

U x\oyuvuw)),

veu

Como cada (X \U) U (V UW) es abierto, por la compacidad de X, existen
Ui,..., U € U tales que:
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De donde:

0

k
X\ Jx\uyuvuw))
i=1

X\ (X\U)u(Vuw))

|
VD?T

©
Il
=

Uin(X\ (Vuw)))

|
=

©
Il
A

U) N (X (VUT)).

|
.5@

~
Il
—

k k
Por lo que ﬂ U; C VUW. Notemos que [ U; es un abierto y cerrado en

z_ i=1

Xya:EﬂU Asf, QCﬂU

=1 =

Como CI(V) N (V UW) = (CI(V) N V) U (CI(V) A W) =V,
k k k k
VN (U:) c ClV mﬂU AV)N(Vuw)n(Ui=vn (U

k
De donde, V N [ U; es un abierto y cerrado. Asi, dado que z € A C

i=1

k k

VN Ui, se tiene que Q C VN (U;. Porloque BC QNW C VN
i=1 i=1

E

(N U;) N W =10, esto es una contradiccion.

i=1

Lo cual prueba que la cuasi-componente () es conexa. Por lo tanto QQ =

C. O

1.2.1. Conexidad local

Definicién 1.2.1.1. Un espacio topoldgico X es localmente conexo en
un punto p € X si para cada abierto U que contiene a p, existe un abierto
W conexo que contiene a p y se queda contenido en U. Se dice que X es
localmente conexo si es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Definicién 1.2.1.2. Un espacio topolégico X es conexo en pequeno en
un punto p € X si para cada abierto U que contiene a p, existe una
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vecindad V' de p conexa tal que V. C U. Se dice que X es conexo en
pequeno si es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos.

Proposicion 1.2.1.3. Sea X un espacio topologico. Si X es conero en
pequeno, entonces para cada conjunto abierto U de X, cada componente de
U es un abierto conexo en X.

Demostracion. Sean U un abierto no vacio en X y C' una componente de
U. Consideremos = € C'. Por hipétesis, existe una vecindad V. de x conexa
tal que V,, C U. Como V, es conexa, debe estar enteramente contenida en
la componente C' de U. Asi, dado que lo anterior se realizé para todos los

puntos de C, |J Int(V;) = |J Vi = C. Por lo que C es un abierto en X y
zeC zeC
por la Proposicién 1.2.5, C' es conexa. Por lo tanto C' es un abierto conexo

en X. O

Proposicion 1.2.1.4. Sea X un espacio topoldgico. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) X es localmente conero.
b) X es conexo en pequerno.

Demostracion. a) implica b), se sigue de que los abiertos de X son vecin-
dades de cada uno de sus puntos.

Para probar b) implica a), por la Proposicién 1.2.1.3, la familia de las
componentes de cada abierto de X es una base de conjuntos abiertos conexos
para la topologia de X. Por lo que X es localmente conexo. O

1.3. Teorema de los golpes en la frontera

Para la prueba del siguiente resultado ver [4, Teorema. 2.41, p. 104].

Proposicién 1.3.1. Sea A una familia no vacia de compactos cerrados en
un espacio topoldgico X. Si U C X es un abierto y () A C U, entonces
existe una subfamilia finita T de A tal que (T C U.

Proposicién 1.3.2. Sea X un espacio compacto y de Hausdorff. Si A y B
son dos cerrados no vacios en X y ninguna componente de X intersecta a
A y a B, entonces existe una separacion X | Xp de X tal que A C X4 y
B C Xp.
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Demostracion. Fijemos a € A. Probaremos que existe un abierto y cerrado
V. en X tal que a € V,, C X\ B. Sea H, la familia de los conjuntos abiertos
y cerrados en X que contienen al punto a. Notemos que X € H,. Por la
Proposicién 1.2.11 2. y 3., [ H, es una componente de X. Asi, por hip6tesis,
(N H,NB = (. De donde ﬂ H, C X\ B. Segtn la Proposmlon 1.3.1, existen

Wi, € H, tales que ﬂ V; ¢ X\ B. Hagamos V, = ﬂ V;. Claramente
Vo € Ha. = -

Por otra parte, tenemos que la familia {V, : a € A} es una cubierta abierta
de A. Dado que A es compacto, existen Vy,,..., Vo, € {V, : a € A} tales

k
que A C |J V,,. Ahora, hagamos:
i=1
k
Xa=JVa vy Xp=X\Xa
i=1
Notemos que los conjuntos X 4 y X g cumplen con las condiciones requeridas.
O

Proposicion 1.3.3. Sea X un espacio de Hausdorff. Si N es un subespacto
compacto y conexo de X y G es un conjunto abierto en X tal que NNG # ()
y NN (X \ G) # 0, entonces cada componente de N N Cl(G) intersecta a
Fr(G).

Demostracion. Supongamos que alguna componente A de N N Cl(G) no
intersecta a Fr(G). Sea B = Fr(G)NN. Probaremos que B # (. Supongamos
que Fr(G) NN = (. Necesitamos probar que (N NG)[(N N (X \ G)) es una
separaciéon de N. Por hipétesis, NNG # 0 y NN (X \ G) # 0. Primero
probaremos que (N N G) N Cly(N N (X \ G)) = 0. Tomemos z € (N N
G)NCly(N N (X \ G)). Asi, dado que N N G es abierto en N, se tiene
(NNG)N(NN(X\G)) # 0, esto es una contradiccién. Esto prueba que
(NNG)NCIy(NN(X\G)) =0

Ahora, probaremos que Cly(NNG)N (NN (X \ G)) = 0.

Dado que

f=Fr(G)N
= (CNG)N (X \G))N
= (CG)NN)N(NN (X\G))-

CIN(NNG)N(NN(X\G)) C (CUNNG)NN)N (NN (X\G))
c (CUG)NN)N (NN (X\G)).
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se sigue que Cly(NNG)N (NN (X \G)) = 0. Con lo anterior, se tiene que
(NNG)|(NN(X\G)) es una separacién de N, lo cual es una contradiccién.
Esto probarfa que B # ().

Dado que B C N N Cl(G), tenemos que AN B = (). Claramente A y B
son subconjuntos cerrados no vacios de N N Cl(G). Dado que N N Cl(G) es
compacto y cada componente de N N Cl(G) no intersecta tanto a A como
a B, por la Proposicién 1.3.2, existe una separaciéon K 4|Kp de N N Cl(G)
talque AC Kpy BC Kp.

Ahora probaremos que ((IV\ CI(G)) U Kp)|K 4 es una separacién de N.
Claramente N = ((N \ CI(G))U Kp) U K4, (N\CIG))UKp y K4 son
no vacfos. Finalmente probaremos que CI(N \ C{G)UKg)NKs =0y
((N\ClG)) UKp)NCI(K4) = 0. Consideremos los siguientes casos:

Caso I. Supongamos que existe p € CI(N \ C1(G)) N K 4.
Para probar la primera parte, supongamos que existe p € CI(N\CI(G))NK 4.
Entonces p € ClI(X \ Cl(G)). Ademds, dado que p € K4 C N N ClG),
p € Cl(G) yp € Fr(G)N N = B. Asi, p € Kp, esto es una contradiccién.
Esto prueba que CI(IV \ CI(G)) N K4 = 0.

Caso II. Supongamos que existe p € (N \ CI(G)) N Cl(K 4).
Entonces p € N\CI(G). Ahora, dado que C1(K4) C CI{NNCIG)) C CI(G),
p € Cl(G), esto es una contradiccion.

Caso III. Supongamos que existe p € CI(Kg) N K4.
Dado que K4 C N N CIl(G), se tiene que p € CI(Kpg) N NN CIG) =
Clyncie) (KB) = Kp, esto es una contradiccion.

Caso IV. Supongamos que existe p € C1I(K4) N Kpg.
La prueba de este caso es similar al caso III.

Usando lo anterior, se tiene que N no es conexo, lo cual es una contra-
diccién. Por lo tanto, cada componente de N NCI(G) intersecta a Fr(G). O



Espacios Z-conexos

2.1. Z-conexidad

Recordemos que un espacio X es conexo si y sélo si cualquier funcién
continua de X al espacio de dos puntos con la topologia discreta es cons-
tante. El concepto de Z-conexo se obtiene remplazando el espacio discreto
{0, 1} por algin otro espacio.

Definicién 2.1.1. Sean X y Z espacios topoldgicos. Decimos que X es
Z-conexo si cualquier funcion continua de X a Z es constante.

En la definicién anterior es necesario que Z sea no degenerado, de lo
contrario todos los espacios serfan Z-conexos ya que la imagen de X es
un singular. Ademas, a lo largo del trabajo usaremos la letra Z para el
concepto de Z-conexidad, en el caso de que pueda haber alguna confusién
usaremos los siguientes stmbolos Z’, Z”, ..., para denotar Z’-conexidad, etc.

Introducimos la siguiente notacién: denotamos por 2p;s al espacio {0, 1}
con la topologia discreta.

Observemos que todo conexo es 2p;s-conexo. De igual manera para un
espacio Z con la topologia discreta, todo conexo es Z-conexo.

Ejemplo 2.1.2. Sea Z un espacio topoldgico no degenerado Ty. Los si-
guientes espacios son Z-conexos.

1. Todo espacio no vacio indiscreto.

2. El espacio de Sierpinski, es decir el conjunto de dos puntos distintos
{a,b} con la topologia 7 = {0,{a},{a,b}}.

3. El conjunto de los nimeros reales R con la topologia 7 = {(—00,¢) : c €
R} U{0,R}.

21
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4. Sean X un conjunto no degenerado y p € X. Consideremos a X con la
topologia T ={U C X : p e U} U{0}.

5. Sean X un conjunto no degenerado y p € X. Consideremos a X con la
siguiente topologia T ={U C X : p ¢ U} U{X}.

Demostracion. Para ver 1., sean X un conjunto no vacio y 7 = {0, X}.
En el caso de que X sea degenerado, se tiene lo deseado. Ahora, conside-
remos X con mas de un punto. Sea f : X — Z una funcién continua.
Supongamos que f no es constante. Entonces existen x # y € X tales
que f(x) # f(y). Como Z es Ty, existe un abierto U tal que f(z) € Uy
f(y) ¢ U. De donde y ¢ f~1(U). Ahora, dado que f es continua y X es
indiscreto, ,y € f~1(U) = X, esto es una contradiccién. Por lo que f es
constante. Esto prueba la Z-conexidad de X.

Para probar 2. sea f : X — Z una funcién continua. Supongamos que f
no es constante. Entonces existen a,b € X tales que f(a) # f(b). Como Z es
T, existe un abierto U tal que f(b) € U y f(a) ¢ U. De donde a ¢ f~1(U).
Ahora, dado que f es continuay b € f~1(U) tenemos que f~1(U) = X, esto
es una contradiccion. Por lo que f es constante. Esto prueba la Z-conexidad
de X.

Vamos a demostrar 3. Sea f : R — Z una funcién continua. Su-
pongamos que f no es constante. Entonces existen x # y € R tales que
f(x) # f(y). Podemos suponer sin pérdidad de generalidad que x < y. Co-
mo Z es T1, existe un abierto U tal que f(y) € Uy f(x) ¢ U. De donde
x ¢ f~Y(U). Ahora, dado que f es continua y por la forma en que se define
la topologfa, existe z € R tal que f~1(U) = (—00,2) o f~}(U) = R. En
cualquiera de los casos, x,y € f~1(U), lo cual es una contradiccién. Por lo
que f es constante. Con esto probamos que R es Z-conexo.

Con el fin de demostrar 4., sea f : X — Z una funcién continua.
Supongamos que f no es constante. Entonces existe z € X \ {p} tal que
f(p) # f(z). Como Z es Ty, existe un abierto U tal que f(z) e Uy f(p) ¢ U.
De donde p ¢ f~1(U). Ahora dado que f es continua y por como se define
la topologfa, p € f~1(U), lo cual no puede ser. Por lo tanto f es constante.
Con esto queda probado que X es Z-conexo.

Para ver 5., sea f : X — Z una funcién continua. Supongamos que f
no es constante. Entonces existe x € X \ {p} tal que f(p) # f(z). Como
Z es Ty, existe un abierto U tal que f(p) € Uy f(x) ¢ U. De donde
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pe fYU)yx ¢ fY(U). Ahora dado que f es continua y por como se
define la topologia, z € f~1(U) = X, lo cual no puede ser. Por lo tanto f
es constante. Con esto, X es Z-conexo. O

Observemos que en los ejemplos anteriores siempre se considera que el
espacio Z es T1 y no degenerado, estas condiciones son esenciales como se
puede ver en en Teorema 2.1.8.

Hay algunos casos donde la conexidad de X se puede determinar facil-
mente. Los siguientes resultados muestran estos casos y también muestran
la dependencia entre los espacios X y Z.

Teorema 2.1.3. Un espacio Z-conexo es conexo.

Demostracion. Sean X y Z espacios topoldgicos tales que X es Z-conexo.
Para probar la conexidad de X, sea f : X — 2p;s una funcién continua.
Probaremos que f es constante. Como Z es no degenerado, elegimos = #
y € Z. Definamos la funcién g : 2p;s — Z como ¢g(0) = =z y g(1) = y.
Claramente g es continua e inyectiva. Asi, dado que go f : X — Z es
continua, por la Z-conexidad de X, g o f es constante. Ahora, si existen
a,b € X tales que f(a) =0y f(b) =1, entonces go f(a) =xy go f(b) = v,
esto contradice que g o f es constante. Por lo que f es constante. Por lo
tanto X es conexo. O

Definicién 2.1.4. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es total-
mente disconexo, si para todo p € X se tiene que C(p) = {p}.

Teorema 2.1.5. Sea X un espacio topoldgico. Si Z es un espacio topoldgico
totalmente disconezo, entonces la siguientes condiciones son equivalentes:

a) X es Z-conezo.
b) X es conexo.

Demostracion. La prueba a) implica b), se sigue de el Teorema 2.1.3.

Para probar b) implica a), supongamos que X es conexo y que Z es total-
mente disconexo. Sea f : X — Z, una funcién continua. Asi, dado que
X es conexo, f(X) es conexo en Z. Por la disconexidad total de Z, f(X)
es un conjunto de un punto. Por lo que f es constante. Por lo tanto X es
Z-conexo. O

Teorema 2.1.6. Sea X un espacio topoldgico. Si Z es un espacio topoldgi-
co que no es totalmente disconexo, entonces la siguientes condiciones son
equivalentes:
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a) X es Z-conezo.

b) Para cada componente no degenerada Z' de Z, se tiene que X es Z'-
conezo.

Demostracion. Para probar que a) implica b), supongamos que X es Z-
conexo. Sean Z' una componente no generada de Zy f: X — Z’ cual-
quier funcién continua. Consideremos la funcién iz o f : X — Z la cual
es continua. Dado que X es Z-conexo, iz o f es constante. Usando el Lema
1.1.3, f es constante. Por lo que X es Z’-conexo.

Para probar b) implica a), sea g : X — Z una funcién continua. Probare-
mos que g es constante. Primero necesitamos probar que X es conexo. Como
Z no es totalmente disconexo, existe una componente no degenerada Z’ de
Z. Por hipétesis X es Z’-conexo. Asi, por el Teorema 2.1.3, X es conexo.
Ahora, por la continuidad de g, g(X) es conexo en Z. Si g(X) es un singular,
g es constante. En el caso de que g(X) no es un singular, existe una compo-
nente no degenerada Z” de Z tal que g(X) C Z”. Asi, como X es Z"-conexo
y g es en realidad una funcién continua de X a Z”, g es constante. Por lo
que X es Z-conexo. O

Si un espacio X es Z-conexo, la propiedad de X depende en gran medida
del espacio Z. Para ver algunos ejemplos de espacios Z-conexos, tomemos
a Z como un espacio de dos puntos. Solo hay tres topologias diferentes que
pueden definirse en el conjunto Z = {0,1}. Sean estos espacios 2p;s, 2; ¥
2gier, donde 2p;s es el espacio con la topologia discreta, 2; es el espacio con
la topologfa indiscreta y 2., €l espacio con la topologia 7 = {(, {0}, {0,1}}.
Entonces el concepto de conexidad respectivo se describe a continuacion.

Teorema 2.1.7. Sea X un espacio topoldgico. Entonces
1) X es 2;-conexo siy sélo si X es un espacio de un punto.
1) X es 2gjer-conexo siy sélo si X es indiscreto.

Demostracion. T) Supongamos que X es 2;-conexo y que X es no degenera-
do. Por ser X no degenerado, existen U y V' conjuntos no vacios y disjuntos
en X tales que X = U UV. Definimos f : X — 2; por f(U) = {0} y
Ff(V) = {1}. Como 2; es un espacio indiscreto, f es una funcién continua
pero no constante. Por lo que X no es 2;-conexo, esto es una contradiccion.
De donde, X es degenerado.

El caso en que X es un singular, se tiene que todas las funciones f :
X — 2, son continuas y constantes. Por lo que X es 2;-conexo.
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IT) Supongamos que X es 2g;e-conexo y que X no es indiscreto. Como
X no es indiscreto, existe S € P(X) \ {0, X}. Definamos [ : X — 2ger
por f(S)={0}y f(X\S) ={1}. Notemos que f no es constante. La con-
tinuidad de f se sigue de que f~1(0) =0, f~*({0}) = Sy f~1({0,1}) = X,
por lo que X no es 2g;.,-conexo, esto es una contradiccién. De donde, X es
indiscreto.

Sean X un espacio indiscreto y f : X — 2g; una funcién continua. Si
f(X) =10 X es un singular, entonces f es constante. Ahora, supongamos
que f(X) = {0,1}. Como {0} es abierto en 2g;c, f~*({0}) es abierto no
vacio en X, asf dado que X es indiscreto, f~*({0}) = X. Asfi, f es constante.

O

Teorema 2.1.8. Sean X y Z espacios topoldgicos tales que X es Z-conexo.
Si Z no es Ty, entonces X es degenerado o es indiscreto.

Demostracion. Supongamos que X no es ni un punto ni indiscreto. Como
Z no es Ty, existe € Z tal que Clz({z}) # {z}. Sea y € Clz({z}) \ {z}.
Por otra parte como X no es ni un punto ni indiscreto, existe un abierto U
no vacio y diferente de X. Ahora, definamos la siguiente funciéon f : X — Z
como f(U) ={z}y f(X\U) = {y}. Para probar la continuidad de f, sea
W un abierto en Z. Consideremos los siguientes casos:

Caso L. z,y € W.

En este caso f~1(W) = X, el cual es abierto.

Caso IL. W N {z,y} = 0.
En este caso, f~1(W) = 0, el cual es abierto.

CasolIl.ze Wyyd¢ W.

Veamos que f~}(W) = U. Claramente U C f~1(W). Sea l € f~1(W). Su-
pongamos que | ¢ U. Entonces | € X \U y f(l) = y. Asi, y € W, esto es
una contradiccién. De donde [ € U. Por lo que f~Y(W) =Uy f~1(W) es
abierto en X.

Caso IV.y e W.
Como y € Clz({z}), x € W. Por el Caso I, f~1(W) es abierto.

Por lo que f es continua y no es constante, esto contradice que X es
Z-conexo.
Por lo tanto X es degenerado o es indiscreto. O
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2.2. Propiedades de los espacios Z-conexos

El concepto de Z-conexo es muy similar al de conexo. Por lo tanto, la
mayoria de los resultados para los espacios conexos atin se mantienen para
los espacios Z-conexos. Para hacer que Z-conexo no sea trivial, a partir de
ahora suponemos que Z es un espacio T;.

Teorema 2.2.1. La imagen continua de un espacio Z-conexo es Z-conero.

Demostracion. Sean X y Z espacios topoldgicos tales que X es Z-conexo.
Sea f: X — Y una funcién continua. Para probar que f(X) es Z-conexo,
tomemos ¢ : f(X) — Z una funcién continua. Veamos que g es constante.
Como go f: X — Z es continua y X es Z-conexo, go f es constante. Por
lo que g(f(X)) es un conjunto de un sélo punto. Asi, g : f(X) — Z una
funcién constante.

Por lo tanto f(X) es Z-conexo. O

Teorema 2.2.2. Sean X, Z espacios topoldgicos y {Xa}taca C P(X) tal
que cada X, es un subespacio Z-conexo de X. Si (| Xo # 0, entonces

aEN
U X. es Z-conexo.
a€cA
Demostracion. Sean p € (| Xa, @ € A, ix, : Xo — U X4 la funcién
a€EA a€cA
inclusién y f: |J Xo — Z una funcién continua. Veamos que f es cons-

a€EA
tante. Como X, es Z-conexoy foix_  : X, —> Z es continua, foix_ es

constante. Entonces foix, (Xo)={f(p)}

Ahora sean z,y € |J X,. Probaremos que f(z) = f(y). Sean ag,ay € A
acA

tales que x € Xo, y y € Xqo,. Asi, foix, (z) = f(p) = foix,, (y). De
donde, f(x) = f(y). Por lo que f es constante.

Por lo tanto |J X, es Z-conexo. O
acA

Teorema 2.2.3. Sean X, Z espacios topoldgicos y {Yu taen C P(X) tal que
cada Y, es un subespacio de X el cual es Z-conexo. Si'Y es un subespacio

de X el cual es Z-conexo yY intersecta a cada Yy, entonces YU |J Y, es
aEN
Z -conexo.

Demostracion. Para cada o € A, sea X, = Y, JY. Como Y NY, # 0,
por el Teorema 2.2.2, X, es Z-conexo. Asi, como Y C (] X, # 0, por el
a€cA
Teorema 2.2.2, |J X, es Z-conexo. O
a€cA
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Teorema 2.2.4. Sean A y B subconjuntos de un espacio X tales que A C
B C Clx(A4).
Si A es Z-conexo, entonces B es Z-conexo.

Demostracion. Sea f: B — Z una funcién continua. Como A es Z-conexo
v fla es continua, f|a(A) = f(A) es un singular. Asi, dado que Z es un
espacio Ty, f(A) es cerrado. Notemos que como Clg(A4) = Clx(A)NB =B
y f(Clg(A)) C Clx(f(A)) (por la continuidad de f). Se tiene que:

f(B) = f(Clg(4)) C Clx(f(4)) = f(4)
Por lo tanto f(B) es un singular y B es Z-conexo. O

Definicién 2.2.5. Sean X y Z espacios topoldgicos. Sea p € X, definimos
la componente Z-conezxa, CpZ, como la union de todos los Z-conexos en
X que contienen a p.

Claramente, dado que Z-conexo es conexo, CPZ estd contenida en la
componente que contiene a p.

Teorema 2.2.6. Sean X y Z espacios topoldgicos. Entonces por cada p €
X, CPZ es Z-conexo y cerrado.

Demostracion. Sea p € X. Por el Teorema 2.2.2, CpZ es Z-conexo. Asi,
usando el Teorema 2.2.4, CI(CPZ) es Z-conexo. De esto y de que p € CI(CPZ)
y de la definicién de CpZ, CpZ = Cl(CpZ). Por lo que CPZ es cerrado. O

Teorema 2.2.7. Sean X y Z espacios topolégicos. Si X es una union de
abiertos Z-conezos, entonces CpZ es abierto por cada p € X.

Demostracion. Sean 8 una familia de conjuntos abiertos Z-conexos tal que
X=pB.Seanpe Xyqge CpZ. Tomemos un B € g tal que g € B. Por el
Teorema 2.2.2, BU CpZ es un Z conexo que contiene a p. Asi, BU CPZ = CpZ.
De donde B C C'pZ . Por lo que CpZ es un abierto. O

Teorema 2.2.8. Sean Z un espacio topoldgico, A un conjunto finito con
mas de un punto y { X taea una familia de espacios topoldgicos. Si X, es

Z-conezo para cada o € A, entonces [[ Xo es Z-conexo.
acA

Demostracion. Primero probaremos el caso en que A tiene dos elementos.
Podemos suponer que A = {1,2}. Sean X; y X» espacios Z-conexos. Para

probar que X; x X5 es Z-conexo, sea b € Xs. Por cada ¢ € Xy, sea T, =
(X1 x {b}) U ({c} x X3). Veamos que T, es Z-conexo para cada ¢ € Xj.
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Dado que X7 y X5 son Z-conexos, X7 X {b} v {c} x X3 son Z-conexos.
Como (¢,b) € X3 x {b} N{c} x Xa, por el Teorema 2.2.2, T, es Z-conexo.

Ahora, dado que cada (z,y) € X7 x X5, cumple que (z,y) € T, se tiene
que |J T.= X; x X5. De lo anterior y de que X7 x {b} C () T, por el

ceX1 ceX
Teorema 2.2.2, X; x X5 es Z-conexo.
Finalmente, supongamos que A = {1,...,n} con n > 3y que el resultado es
cierto paran—1. Sean X1, ..., X,, espacios Z-conexos. Dado que X7 X - -+ X
X, es homeomorfo a (X7 x -+ x X,,_1) x X,,, por hipétesis de Induccién y
por el cason =2, X7 X --- x X, es Z-conexo. O

Teorema 2.2.9. Sean Z un espacio topoldgico, A un conjunto infinito y
{Xotaca una familia de espacios topoldgicos. Entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes:

a) [ Xa es Z-conezo.
aEA

b) X, es Z-conexo para cada o € A.

Demostracion. Para probar a) implica b), supongamos que [[ X, es Z-
acA
conexo. Como cada proyeccién 7, : [[| Xo — X4 es continua y suprayec-
a€A
tiva, entonces por el Teorema 2.2.1 cada X, es Z-conexo.
Ahora, para probar b) implica a), supongamos que cada X, es Z-conexo.

Sean X = [[ X, y ¢ € X. Por el Lema 1.1.1.3, por cada 2 C A finito no
a€eA
vacio, X (2, 2) es homeomorfo al producto finito [[ X,. Asi, por el Teo-
aEeQ)
rema 2.2.8, por cada  C A finito no vacio, X (2, z) es Z-conexo. Ahora,

sea Y = J{X(Q,x) : Q C A finito no vacio}. Por la Proposicién 1.1.1.1,

X(Q,x) es un subespacio de X para cada Q C A finito no vacio. Dado que

todos los X (€2, z) tienen a & como punto en comun, por el Teorema 2.2.2,

Y es Z-conexo en X.

Por tltimo probaremos que C1(Y) = X.Seanz € X y Q = {ay,...,a,}. To-

memos, por cada i € {1,...,n}, un abierto U,, en X,, tal que z(a;) € U,,.
n

Hagamos U = (| 7, !(Uy, ). Notemos que z € U. Probaremos que UNY # 0.
i=1

=

Necesitamos definir los siguientes conjuntos, por cada « € A, sea

X, siaef
Yo = {{x(a)} siae A\ Q.
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Ahora, definimos la funcién y : A — (Y, de la siguiente manera

z(«a sia €
(o) = ¢ 10D
{z(a)} siaeA\Q.
Asi, y € X(Q,2) C Y. Ademds, dado que y(«) = z(a) € U, para o € Q,
y € U. De donde, y € UNY # (). Por lo que, CI(Y) = X.
Asi, dado que Y es Z-conexo, por el Teorema 2.2.4, X es Z-conexo. O

2.2.1. Z-conexidad local

Definicién 2.2.1.1. Sean X y Z espacios topoldgicos. Se dice que X es
localmente Z-conexo si tiene una base que consiste de conjuntos abiertos
Z-conexos.

Teorema 2.2.1.2. Sean X y Z espacios topoldgicos. Si X es localmente
Z-conexo, entonces CpZ es abierto, por cada p € X.

Demostracion. Sea B una base de abiertos Z-conexos para X. Dado que
X =B, por el Teorema 2.2.7, C’pZ es abierto, por cada p € X. O

Teorema 2.2.1.3. Todos los subespacios abiertos de un espacio localmente
Z-conexo son localmente Z-conezos.

Demostracion. Sean X y Z espacios topoldgicos. Supongamos que X es
localmente Z-conexo con una base 3 tal que cada B; € 8 es Z-conexo. Sea
Y un abierto en X. Probaremos que Y como subespacio de X es localmente
Z-conexo. Hagamos 3/ = {B € 8 : B C Y}. Notemos que cada elemento
de B’ es Z-conexo. Ahora, necesitamos probar que (8’ es una base para la
topologia de Y. Sean ¢ € Y y U un abierto en X tal que a € U NY. Dado
que UNY es un abierto en X, existe B € f tal que a € B C UNY. Esto
prueba que 3’ es base para la topologia de Y.

Por lo tanto Y es localmente Z-conexo. O

Teorema 2.2.1.4. Sean X y Z espacios topoldgicos. Si X es localmente
Z-conexo, entonces son equivalentes las siguientes condiciones:

a) X es conezxo.

b) X es Z-conezxo.
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Demostracion. Para probar a) implica b), supongamos que X es conexo
y localmente Z-conexo. Sea CpZ una componente Z-conexa de X. Por el
Teorema 2.2.1.2, CPZ es un abierto en X y por el Teorema 2.2.6, CPZ es un
cerrado en X. Pero X es conexo entonces CPZ = X. Por lo tanto X es Z-
conexo.

La prueba b) implica a), se sigue del Teorema 2.1.3. O



Espacios fuertemente
CONexos

En este capitulo, se introducira el concepto de espacio fuertemente co-
nexo y se daran resultados en relacién a este concepto.

3.1. Conexidad fuerte

Definicién 3.1.1. Sean X un espacio topoldgico y J un conjunto de indi-
ces a lo mds numerable tal que |J| > 2. Decimos que X es fuertemente
conexo si para cada familia {E; : i € J} de conjuntos cerrados no vacios
Yy ajenos 2 a 2, se tiene que

X + UE

icJ

Definicién 3.1.2. Sea X un conjunto. Definimos Tjgf ={UcCcX:X\
U es finito} U{D}. A la topologia T.of se le conoce como la topologia cofi-
nita o la topologia de los complementos finitos.

La letra Z denota el conjunto de los ntmeros enteros. Consideremos
(Z,TCZOf). Probaremos que en Z los tnicos conjuntos fuertemente conexos
son los singulares. Por la definicién de la topologia cofinita, los cerrados de
Z son los conjuntos finitos. Sea A C Z a lo mds numerable y |A| > 2. Dado

que A= |J {n}, 4 no es fuertemente conexo.
necA

31
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Teorema 3.1.3. Un espacio T1 fuertemente conexo y no degenerado es no
numerable.

Demostracion. Sea X un espacio T; fuertemente conexo y no degenerado.
Supongamos que X es a lo més numerable con mas de un punto. Dado que
X es T los singulares son cerrados. Por lo que X es una unién de cerrados
no vacios y ajenos entre ellos, esto es una contradiccion. O

Mas adelante, probaremos que un espacio fuertemente conexo tiene que
ser conexo. Por otra parte también probaremos que el espacio Z con la
topologia cofinita no es fuertemente conexo. Es conocido por [2], que Bing da
un ejemplo de un espacio de Hausdorff numerable el cual no es fuertemente
conexo. En [6], se da un ejemplo de un subconjunto conexo de R? con la
topologia usual, el cual no es fuertemente conexo.

Ademas presentaremos un par de resultados que nos permitirdn probar que
R™ con la topologia usual es fuertemente conexo.

Teorema 3.1.4. La imagen continua de un espacio fuertemente conexo es
fuertemente coneza.

Demostracion. Sean X un espacio fuertemente conexo y f una funcién con-

tinua de X a un espacio topoldgico. Supongamos que f(X) no es fuertemente

conexo. Entonces existe una familia {E; : ¢ € J} de conjuntos cerrados no

vacios y ajenos 2 a 2, tales que f(X) = |J E;. Claramente {f~}(E;) :i € J}
i€J

es una familia de conjuntos cerrados no vacios y ajenos entre ellos tal que

X = U f~YE;). Por lo que X no es fuertemente conexo, lo cual es una
i€J
contradiccién. Por lo tanto, f(X) es fuertemente conexo. O

Es natural buscar una definicién similar a la de conexidad para espa-
cios fuertemente conexos. Consideremos Z como el espacio de los enteros
con la topologia cofinita. A continuacién probaremos que ser un espacio
fuertemente conexo es equivalente a ser Z-conexo.

Teorema 3.1.5. Sean X un espacio topologico y Z con la topologia cofinita.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

a) X es fuertemente conexo.
b) X es Z-conezxo.

Demostracidn. Para probar que a) implica b), sea f : X — Z una funcién
continua. Por el Teorema 3.1.4, f(X) es fuertemente conexo. Ahora, dado



3. ESPACIOS FUERTEMENTE CONEXOS 33

que los Unicos subconjuntos fuertemente conexos de Z son los espacios de
un punto, f es constante.

Para probar b) implica a).

Supongamos que X no es fuertemente conexo, es decir, existe una familia

{E;}ics de conjuntos cerrados disjuntos no vacios tales que X = |J F;. Da-
ieJ

do que J es a lo mds numerable, existe una funcién inyectiva ¢ E J — N.

Ahora, definimos f : X — 7Z como f(z) = ¢(i) siz € E;. Dado que |J| > 2,

f no es constante. Probaremos la continuidad de f. Sea U un abierto en Z.

Notemos que f~1(0) =0y f~1(Z) = X. En el caso de que U N ¢(J) = 0,

se tiene que f~1(U) = . Ahora, consideremos los siguientes casos.

Caso I. U =Z\ {n1,...,nx} para algin {ny,...,ng} C ¢(J).
Sea J' = ¢~t({n1,...,nx}). Notemos que

) = UEi:X\ UE1

i¢J ieJ’

Asf, dado que |J E; es cerrado en X, f~1(U) es abierto en X.
ieJ’

Caso II. ¢(J) C U.
Entonces f~1(U) = X. Por lo que, f~1(U) es abierto.

Esto prueba la continuidad de f.
Por lo tanto, X no es Z-conexo. Con esto queda probado que b) implica
a). O

Corolario 3.1.6. Si X es fuertemente conexo, entonces X es conexo.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.5, X es Z-conexo. Asi, por el Teorema
2.1.3, X es conexo. U

Observemos que del Teorema 3.1.5 y dado que la funcién identidad de
Z con la topologia cofinita en si misma no es constante, Z con la topologia
cofinita no es fuertemente conexo. A partir del Teorema 3.1.5, un espacio
fuertemente conexo no es mas que un caso especial de Z-conexidad. Por lo
tanto todas las propiedades probadas para espacios Z-conexos, se aplican a
espacios fuertemente conexos.
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Teorema 3.1.7. Sea X wun espacio topoldgico. Entonces se cumplen las
stguientes condiciones.

1) Sean {Xo}taecn C P(X) tal que cada X, es un subespacio fuertemente

conero de X. Si [ Xo # 0, entonces |J X, es fuertemente conezo.
acA acN

1) Sean A y B subconjuntos de X tales que A C B C Cl(A). Si A es
fuertemente conexo, entonces B es fuertemente conexo.

1) El producto topoldgico de una familia de espacios fuertemente conexos
es fuertemente conezo.

Demostracion. 1) Como X, es un subespacio fuertemente conexo, cada X,

es Z-conexo y (| X, # 0. Asi, por los Teoremas 2.2.2 y 3.1.5, |J X, es
acA acA
fuertemente conexo.

1) Sean A y B subconjuntos de X tales que A es fuertemente conexo y
A C B C Cl(A). Por el Teorema 3.1.5, A es Z-conexo. Por el Teorema 2.2.4,
B es Z-conexo. Nuevamente por el Teorema 3.1.5, B es fuertemente conexo.

111) Sea { X, }aea una familia de espacios fuertemente conexos. Dado que

cada X, es Z-conexo (ver Teorema 3.1.5), por el Teorema 2.2.9, [[ X, es
aEA
Z-conexo. Asi, por el Teorema 3.1.5, [[ X, es fuertemente conexo. O
aEA

3.1.1. Espacios localmente fuertemente conexos

Definicién 3.1.1.1. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es local-
mente fuertemente conexo si tiene una base que consiste de conjuntos
abiertos fuertemente conexos.

Teorema 3.1.1.2. Sea X wun espacio topoldgico. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) X es localmente fuertemente conexo.
b) X es localmente Z-conexo.
Demostracion. La prueba se sigue del Teorema 3.1.5. 0

Definicién 3.1.1.3. Sean X un espacio topoldgico y p € X. Definimos la
componente fuertemente conexa como la union de todos los fuertemen-
te conexos que contienen a p, la cual denotaremos por K(p).
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Teorema 3.1.1.4. Sea X un espacio topoldgico. Entonces se cumplen las
stguientes condiciones.

1) Porcadap € X, K(p) = CJ. En particular K (p) es fuertemente conexo
y cerrado en X.

1) Si X es un espacio localmente fuertemente conexo, entonces K(p) es
abierto para cada p € X.

1) Cada subespacio abierto de un espacio localmente fuertemente conexo
es localmente fuertemente conezxo.

Demostracion. 1). Sea p € X. Por la definicién de componente fuertemente
conexa y por el Teorema 3.1.7 1), K(p) es fuertemente conexo. Por el Teo-
rema 3.1.5, K(p) es Z-conexo. Por la definicién de componente Z-conexa,
K(p) C Cg. De manera similar se prueba que C’g C K(p). Por lo que
K (p) = CZ. Por tltimo por el Teorema 2.2.6, C% es cerrado en X.

1). Seap € X. Por 1), K(p) = CZ. Dado que X es localmente fuertemen-
te conexo, por los Teoremas 3.1.1.2 y 2.2.1.2, C’f = K(p) es un abierto en X.

111). La prueba se sigue de los Teoremas 3.1.1.2 y 2.2.1.3. O

3.2. Conexidad fuerte en espacios compactos

Dado un espacio conexo, podemos hacerlo fuertemente conexo agregando
algunas condiciones. Pero que condiciones deberian agregarse es la dificul-
tad. Nuestro punto de partida es un espacio conexo, por lo tanto un conjunto
compacto y conexo puede ser util.

Teorema 3.2.1. Sea X un espacio compacto de Hausdorff no degenerado.
Entonces la siguientes condiciones son equivalentes:

a) X es fuertemente conexo.
b) X es conexo.

Demostracion. a) implica b), se sigue de la Definicién 3.1.1.

Para probar b) implica a), supongamos que X no es fuertemente conexo,
entonces por definicién existe una familia {K; : ¢ € J} de conjuntos cerrados

no vacfos y ajenos entre ellos, tal que X = (J K;. Dado que X es conexo, J
icJ
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no puede ser finito. Por lo que J es infinito. Podemos suponer sin pérdidad
de generalidad que J = N.

Primero, probaremos que existen dos sucesiones, una de niimeros natu-
rales {n;}ien vy otra de subconjuntos compactos y conexos {X;};en de X
tales que:

1ong <mp<--,

2. X102X9D -,

3. Para cada i € N, X; N K; = () para toda j < n,.

Dado que un espacio compacto de Hausdorff es normal, existe un con-
junto abierto G tal que

Ky, C Gy C Cl(Gl) C (X\Kl)

Procedemos a construir X; y ny. Sea X; una componente de Cl1(Gy) tal
que X7 N K5 # (. Notemos que X7 es compacto y conexo. Hagamos n; = 2.
Notemos que X7, ny = 2 es el primer paso.

Ahora, procedemos a construir Xs y ne. Usando la Proposicién 1.3.3, cuan-
do N = X y G = G, obtenemos que cada componente de X N Cl(Gy) =
C1(Gq) intersecta a Fr(G1), en particular, X; N Fr(G;) # 0. Asi, dado que
Fr(G1) = Cl(Gy) \ G1, X1 contiene un punto p € Fr(G;) tal que p € Gy y
p & (K1UK3). Ademds, como X = |J K; y J es infinito, existe ¢ > 2 tal que

ieJ

X1 NK; #0. Sea no = min{i > 2 : X; N K; # 0}. Por la normalidad de X,
existe un conjunto abierto Gs tal que K,, C Gy C Cl(G2) C (X\(K2UK)y)).
Sea X5 una componente de X; N Cl(Gz) que contenga un punto de K, .
Finalmente probaremos que X, N K; = ) para toda j < ng. Dado que
X1 ﬂKj =0 para cada 2 < j<noy XoCXiN CI(GQ) C (X\ (K2 UKl)),
XoN K, =0 para cada j < no.

Con lo anterior obtenemos lo siguiente.
a) ni < ng

b) Xl :)Xg
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¢) para cada i < {1,2}, X; N K; = () para toda j < n,.

’I’szl
Ahora, vamos a construir X3 y ng. Por a), Xo C X\ |J Kj. Dado que
=1

]_
X1NK,, #0y X1NKs # 0, por la Proposicién 1.3.3, XoNFr(Gy) # 0. Asi,
dado que Fr(G2) = Cl(Gz2) \ Go, X2 contiene un punto p € Fr(G2) tal que

pé( Lj K;). Sea ng = min{i > ny : XoNK; # 0}. Por la normalidad de X,
j=1

n2

existe un conjunto abierto G tal que K,, C G3 C Cl(G3) C (X \ U K)).
j=1

Sea X3 una componente de Xy N Cl(G3) que contenga un punto de K,,.

Finalmente probaremos que X3 N K; = () para toda j < ng. Dado que

no
XoNK; =0 paracadany < j <ngy Xs C XoNClGs3) C (X\ UKj),
=1

X3 N K, =0 para cada j < ns.
Continuando con este proceso obtenemos las sucesiones deseadas.

Dado que los elementos de la sucesién {X;};en son cerrados y anidados
o0
y X es compacto, por la Proposicién 1.1.5, [ X; # 0.
i=1

1=

Por otra parte, vamos a probar que () X;) N K; = 0 para todo j € N. Sea
i=1
j € N. Dado que {n;}2, es infinito, existe [ € N tal que j < n;. Por 3.,
XlﬂKj ZQ] De donde (ﬂ Xi)ﬂKj :(D.
i=1

De lo anterior, (| X; N J K; =0. Asi, | X; = X;NX =10, lo cual es
‘ ‘ =1 1

i=1 =1 1= i=
una contradiccién.
Por lo que X es fuertemente conexo. O

Definicién 3.2.2. Un espacio topoldogico X es fuertemente conexo en
pequeno en un punto p € X si para cada abierto U que contiene a p,
existe una vecindad V' de p fuertemente conexa tal que V. C U. Se dice
que X es fuertemente conexo en pequeno si es fuertemente conexo en
pequeno en cada uno de sus puntos.

Teorema 3.2.3. Sea X un espacio topolégico. Si X es fuertemente conexo
en pequeno, entonces para cada conjunto abierto U de X, cada componente
de U es un abierto fuertemente conexo en X.
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Demostracion. Sean U un abierto no vacio en X y C' una componente de U.
Consideremos x € C'. Por hipétesis, existe una vecindad V,, de x fuertemente
conexa tal que V,, C U. Dado que V,, C K(z) y C% es conexa, por el Teorema
3.1.1.4.1), V, € C% C C. Asi, dado que lo anterior se realizé para todos los
puntos de C, |J Int(V;) = U Vo = C. Por lo que C es un abierto en X

xeC zeC
y por el Teorema 3.1.7. I), C es fuertemente conexa. Por lo tanto C' es un
abierto fuertemente conexo en X. O

Teorema 3.2.4. Sea X un espacio topoldgico. Entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes:

a) X es localmente fuertemente conexo.

b) X es fuertemente conexo en pequerio.

Demostracion. a) implica b), se sigue de que los abiertos bésicos de X son
vecindades de cada uno de sus puntos.

Para probar b) implica a), por el Teorema 3.2.3, la familia de las compo-
nentes de cada abierto de X es una base de conjuntos abiertos fuertemente
conexos para la topologia de X. Por lo que X es localmente fuertemente
CONExo. O

Para lo que sigue recordemos el concepto de compacidad local.

Definicién 3.2.5. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es local-
mente compacto si para cada x € X y cada abierto U tal que x € U,
eziste una vecindad compacta V de x tal que V C U.

Teorema 3.2.6. Sea X un espacio localmente compacto y de Hausdorff. Si
X es localmente conexo, entonces X es localmente fuertemente conezo.

Demostracion. Sean p € X y U un abierto que contiene a p. Dado que X es
localmente compacto, existe una vecindad compacta V de p tal que V C U.
Sea C' la componente de V' que contiene a p. Como V' es una vecindad de p
y X es localmente conexo, por la Proposicion 1.2.1.4, existe una vecindad
conexa Vj, de p tal que V,, C V. Como C es la componente de V' que contiene
ap, V, C C. De donde C es una vecindad conexa de p en X.

Por otra parte, como V' es compacto y C es cerrado en V', C es compacto
en V. Asi, dado que C es de Hausdorff y conexo, por el Teorema 3.2.1, C
es fuertemente conexo. Por lo tanto C' es una vecindad fuertemente conexa
que contiene a p y se queda contenida en U. Como p es arbitrario, X es
fuertemente conexo en pequeinio. Asi por el Teorema 3.2.4, X es localmente
fuertemente conexo. O
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Teorema 3.2.7. Sea X un espacio localmente compacto y de Hausdorff. Si
X es localmente conexo y conexo, entonces X es fuertemente conexo.

Demostracion. Para probar que X es fuertemente conexo, por el Teorema
3.1.1.4. I), es suficiente probar que X = K (p) para cadap € X. Seap € X.
Por el Teorema 3.1.1.4. I), K(p) es cerrada en X.

Por otra parte, dado que X es localmente fuertemente conexo (ver Teorema
3.2.6) y por el Teorema 3.1.1.4. IT), K(p) es abierta en X. Asi, dado que X
es conexo y K(p) # 0, K(p) = X.

Por lo tanto X es fuertemente conexo. O

3.3. Conexidad fuerte en espacios métricos com-
pletos

En esta Seccién, estudiamos que propiedades se requieren para que un
espacio métrico completo sea fuertemente conexo. Primero recordemos los
siguientes conceptos.

Definicién 3.3.1. Se dice que una sucesion {p,} en un espacio métrico
(X,d) es una sucesion de Cauchy si para todo € > 0, existe un entero N
tal que d(pp,pm) <€ sin>N ym > N.

Definicién 3.3.2. Diremos que un espacio métrico (X, d) es completo si
toda sucesion de Cauchy contenida en X converge a un elemento de X.

Teorema 3.3.3. Sea X un espacio métrico completo, conexo y localmente
conero, entonces X es fuertemente conexo.

Demostracion. Supongamos que X no es fuertemente conexo, entonces exis-
te una familia {E; : ¢ € J} de conjuntos cerrados no vacios y ajenos 2 a 2,

tal que J es a lo mds numerable, no degenerado y X = |J E;. Supongamos
icJ
sin pérdida de generalidad que J = N. Por cada k € N, sea

).

Ar ={V C X : V es un abierto conexo, no vacio y diam(V) <

| =

Necesitamos probar que existe una sucesion {O}72, de subconjuntos
de X tal que:

1. Oy D Cl(Ol) 501D CI(OQ) D0y D Cl(Og) ceel
2. Paracada k € N, Oy € Ay y O C Op—1 \ Ej,
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Primero hagamos Oy = X.
Para construir Oy, sea S = {O € A; : Cl(O) C Og\ E4}. Por la normalidad
de X, &1 es no vacio y cada uno de sus elementos cumple con las condicio-
nes 1. y 2., sin embargo para la construccién de Oy, necesitamos uno que
intersecte a una infinidad de elementos de la sucesién {E;}2,. Por lo que
probaremos la siguiente afirmacién.

Afirmacidon. Existe U € S; tal que intersecta a una infinidad de ele-
mentos de la sucesién {E;}$2,.

o0
Observemos que X \ By = | E; = |J O. Para demostrar la afir-
=2 [OF<
macién, supongamos que cada O € §; intersecta a una cantidad finita de

elementos de la sucesién {E;}2,. Sea O € S;. Dado que O es conexo y
O cC U E;, entonces O C E; para algin i > 1.

=2
Por otra parte, probaremos que cada F; es abierto para cada i > 2. Sea

i > 2y x € E;. Entonces existe O, € &7 tal que x € O,. Por lo anterior,

O, C E;. De donde E; = |J O,. Asi E; es abierto. Entonces E; es un
reE;

abierto y cerrado no vacio en X y E; # X, lo cual es una contradiccién.

Esto prueba la afirmacion.

Regresando a la construccién de O1, usando la afirmacién, hagamos O = U.

Claramente O; cumple las condiciones requeridas.

Ahora procedemos a construir Oy. Sea So = {O € Ay : Cl(O) C O\ E2}.

Dado que O; intersecta a una infinidad de elementos de la sucesién {E;}$2,

y por la normalidad de X, Sy es no vacio. Procediendo de manera similar

a la construccion de Oy, existe Oy € Sy tal que intersecta a una infinidad

de elementos de la sucesién {E;}°, y cumple con las condiciones 1. y 2.

Continuando con este proceso obtenemos la sucesién deseada.

Finalmente, para cada k € N, elegimos z, € Oj. Dado que el didmetro de
Oy, es menor que 1 y la sucesion {0y }72 ) cumple 1., {z}}32, es una sucesién
de Cauchy. Como X es completo, (zy) converge a un elemento x € X. Sea

i € N tal que = € E;. Dado que z € ﬂ Cl(O;), z € Cl(O44+1) C O;. Asi,

x € O;, esto contradice el hecho de que O es disjunto de E;.
Por lo tanto X es fuertemente conexo. O

Ejemplo 3.3.4. Sea R el conjunto de los numeros reales. Entonces R™ con
la topologia usual es fuertemente conexo y localmente fuertemente conexo.

Demostracion. Dado que R™ es un espacio métrico completo, conexo, local-
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mente conexo, localmente compacto y de Hausdorff. Usando los Teoremas
3.3.3 y 3.2.6, R™ es fuertemente conexo y localmente fuertemente conexo
respectivamente. O

Ejemplo 3.3.5. Un subconjunto de los nimeros reales, R, es fuertemente
conexo sty solo si es un intervalo.

Demostracion. Sea A C R no vacio. Supongamos que A es fuertemente
conexo, entonces por el Corolario. 3.1.6, A es conexo. De donde A es un
punto, R o un intervalo.

Ahora, dado que los intervalos son espacios métricos completos, conexos
y localmente conexos, por el Teorema 3.3.3, los intervalos son fuertemente
CONEXOSs. O
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